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伽罗瓦理论等较为高深的内容。本书对于提高数学理解能力，增强对代数的兴趣是非常有益处的。此外，本 
书的可阅读性强，书中的习题也很有针对性，能让读者很快地掌握分析和思考的方法。 



对本版进行了全面更新，更强调对称、线性群、二次数域和 


如交错群是单群、柯西定 


•新増大置习题，并用長 
本书在麻省 i 工学院、 


普林斯顿大学、哥伦比亚大学等著名学府得到了广泛采用，是代数学的经典教材 


的 Leroy P. Steele 终身成就奖，2005年被授予哈佛大学百年奖章，: 
奖。 Artin 的主要贡献包括他的逼近定理、在解决沙法列绅 
“概形"而创建的“代数空间”概念。 
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如果恰好 AB = BA 成立，则称矩阵 A 和矩阵 B 是可换的. 

由于矩阵乘法不满足交换律.因此在讨论矩阵方程时要多加注意.当乘积有定义时， 
可以在方程 B = C 的两边左乘矩阵/ V 而得到 AB = AC . 同样，在乘积有定义时也可得到 
BA=CA. 但我们不能由 B = C 得到 AB = CA ! 

所有元索都是0的矩阵称为零矩阵，在不至于引起混淆的前提下，简记为 0. 

矩阵 A 的元 索〜称 为对角元素，一个非零元素都是对角元素的矩阵称为对角矩阵. 
(非零这个词的意思是不同于零.这个词很不美观，但是很方便，所以经常使用 .） 

若一个对角矩阵的对角元素均是1,就称为 nXn 恒等矩阵(或单位矩阵），记作 
它在乘法中的作用就像数字1 一样： 如果 A 是一 个; nXn 矩阵，则有 
【1.1.11】 Al„ = A 和 I m A = A 

我们通常省去下标，用 f 表示 
下面是两种表示恒等矩阵/的简单方法： 



我们常用一块空白或单独一个0来表示矩阵中一整块为零的区域. 
我们用*表示矩阵中任意的未定元素.这样 



表示一条对角线下面元索为0,而其他元素未定的矩阵.这样的矩阵称为上三角矩阵•例 
如下面的 （1. 1. 14) 中的矩阵即为上三角矩阵. 

设 A 是一个方阵.若有矩阵 B 使得 

【1. 1. 121 AB = 且 BA = /„ pH 

则称 B 为 A 的逆，记作 

【1.1.13】 A'A = I = AA~' 

当 A 有逆时，称 A 为可逆矩阵.例如，矩阵= U 可逆，其逆为^直接计算 
AA - 1 和 A -_ A 躭可以检验这一点.另外两个例子是 
【⑽ f J 和 

我们后面将看到，如果存在矩阵 B 使得 AB = / ■■和 BA = /, 这两个关系之一成立，则 















































































































































































































第二聿 



























































































































































































































































































































第三章向量空间 










































































































































































































































S+ 的核是 

































的两边用 A 乘，得到 


A r S = Z 


o' V 

所以， Z 中的非零向量是特征向量. 

\mrnm 


第一象限在正矩阵重复乘积之下的像 

第五节特征多项式 

本节确定任意线性算子 T 的特征向量.我们先回顾一下， T 的特征向量是使得 
【4. 5. 1】 T(.v) = Xv 

对某个成立的非零向量如果不知道 A， 当线性算子相应的矩阵很复杂时似乎很难 



















































































































































第五聿 


4*A(0 与 B ⑴是 f 的可微的矩阵值函数，且它们可以做乘积运算，则矩阵积 A0) 
微的，并且它的导数是 

令 A "…， A» 是*的可微的矩阵值函数，且它们可以做乘积运算，则矩阵积 
L 可微的，并且它的导数是 

一阶线性常系数微分方程组是形如 

f=^ 

程，其中 A 是一个 nX ;« 的常数矩阵，而 X ⑴为《维向量值函数.写出这样的方 
们得到形如 

= aiiXj («) + — +a u x.(0 

^ = a.iXi<t) + ***+ a-,T.(i) 

:分方程的方程组.是未知函数，~是标量.例如，如果 

-[：：]• 

g 成为含有两个未知量的两个方程的方 程组： 

^■ = 3x,+2x 8 

单的方程组是其中的 A 为对角矩阵的那些，其对角元素为 A ,, 则方程 （5.3.8) 


:5.3.11】 ^ = AjX.Cf) , i = 1， …，” 

玄里未知函数: c , 没有被方程混合起来，因而对某个常数 Ci , 我们可以分别解出每一个 
：5. 3. 121 z, = C| eV. 

在大多数情形下，解方程 (5. 3. 7) 的实际 上是： 若 V 是 A 的一个伴随于特征值为 A 的 










































































像墙纸图案这样的图形可以有两个独立的平移对称. 
























































































































































































































































































































































第七章群论的进一步讨论 















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































表示 


255 


基得到的矩阵表示.我们在 空间人 1上定义线性算子少 如下： 

D. 8_ 2】 $(M) = ^R~ l MR' g = A? 

前一节，我们看到沿是 G- 不变矩阵，且如果 M 是不变的，则財 =M 所以，$的像是 G- 
变矩阵空间.我们用別记这个空间. 

下一个引理的 (a〉 与 (b) 用两种方法计算了算子3> 的迹. （c) 是正交关系. 

).8. 3】引理记号同上， 

(a) trace$=<Z，Z*〉. 

(b) trace$=dim/?L 

(c) 如果 jo 是既约表示，则 <Z，Z〉= l， 且如果〆与 /5 是非同构既约表示，则0：, ^>=0. 

证明 

(a) 回忆扒厂 1 〉 =@(,10.42)(d). 令 F, 表示 JW 上由圮 (ADsRfMRi 定义的线性算子. 
因为迹是线性的，故引理 10. 8.1 表明 

)• 8. 4】 trace$= traceF, = (traceR^ 1 ) (traceR^) 

= -^'Ex^'n'cg) = Mx'(g) = <z ， x'> 

(b) 令 W ■是步的核.如果 JW 属于交及 DV， 则职 M)=M, 并且识 M) = 0, 于是 M= 
交是零空间.所以， Af 是直和斯㊉人 ■(4.3.1>(b). 通过附加及与 JV ■的基选取 人1 的基 • 
为如果 M 是不变的，则财 =M, 所以4>在斯上为恒等的.所以，$的矩阵有分块矩阵 

































































































































































































第五节元素的添加 



































































x-]—C 的核 M>. 这个映射的核 M, 是由 》i 个线性多项式 a — a , 生成的理想. 

证明令 aeC 1 ■且 M__ = ke« a . 由于&是满射且 C 是域，因此 M a 是极大理想.要证 
明 M, 是由线性多 项式； c,._ a ，生成的，先考虑点 a 为原点 (0, …，0的情形.必须证明在 
原点对多项式求值的映射&的核是由变量 x, ，…，0：„生 成的. /(0, 0)=0 当且仅当 

/的常数项是零.如果是这样的话， SP 么任何出现在/中的单项式都至少被一个变量整除， 
故/可以写成以多项式为系数的变量 x, 的线性组合.对任意一点 a = (〜，•••， aj 的情形 
的证明可以通过变换 + fli 将0移动到原点得到. 

证明每个极大理想具有的形式较困难.令 M 是一个极大理想，且令: F 表示域 
CLx t , x„]/M. 我们限制典范映射 (11.4.1)»r : C|>,， …， 到第一个变元的多 


项式子环 C[x,]±, 得到一个同态映射灼:命题 11. 8. 4表明 9 的核或是零理想 
或是 CDcJ 的一个极大理想(心一 ai ). 我们证明 kerp^^O}. 将指标1换成其他指标，结论 


也成立.故对每个 i，M 将包含形如 x, _ a ，的 线性多项式.这就表明 M 包含某个理想 JVf a , 
且由 M a 是极大理想，有从=抓_. 

接下来，我们省去々的下标.假设 ke 呼=(0),则？>将(^]同构地映射到它的像，即 


^的一个子环 
函数域一一多 


是不可能的.因此 k er? »=(0). 


























































































第十二章因子分解 
















































































































































































































































































































































































二次数成 















































二次數域 






















第十四章环中的线性代数 


































































































































































































































































第十五章域 














































































































































































































































































































第十六章伽罗瓦理论 


我们已经看到，由单个代数元《生成的扩域里的计算可以简单地通过将它等同于形式 



































伽罗瓦理论 






























































































因此，多项式^一 D (这里 D 是判 别式〉 与三次预解式 g(x> 就差不多足以描述伽罗瓦 
. 结果总结在下 表中： 

































































































































































































































































































































